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RESUMEN

El objetivo de este artículo, es el de mostrar -paso a paso- partiendo de una tabla de
datos extraída del libro de los profesores J. Bon y P. Grégory (1 (pág. 70)), como se ob-
tienen los elementos básicos de un análisis en componentes principales: los ejes prin-
cipales, los factores principales y las componentes principales.

Veremos —con agrado— que, tal como desarrollan J. Bon y P. Grégory el ACP en
su libro (1 (págs. 70-83)), éste es un caso particular del ACP à la française.

Aunque los autores de dicho libro hayan hecho caso omiso de las métricas, el
ejercicio que exponen —a nivel didáctico—, lo consideramos muy necesario, —aunque
no suficiente—, para los investigadores que se dediquen a otra disciplina que no sea, el
análisis estadístico multidimensional lineal.
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A título ilustrativo veremos que, los resultados que muestran J. Bon y P. Grégory 
(1 (págs. 70-83)), son los mismos a los que llegamos nosotros a partir de las métricas
introducidas en 

Estas métricas son:

Que en el caso contenido en (1) son:

Palabras claves: valores propios, vectores propios, cuadrado de la norma de un
vector en el sentido de una métrica, los ejes principales, los factores principales y las
componentes principales. 

Introducción:

El hecho de que, nos centremos —exclusivamente— en la exposición didáctica, ha-
ciendo uso de una tabla de datos de pequeñas dimensiones (4 x 3), no es por puro ca-
pricho sino porque, el cálculo de los ejes principales, los factores principales y las
componentes principales [coordenadas de los puntos-fila (individuos) sobre los
factores principales que —en nuestro caso concreto— serán los ejes principales,
tal como veremos —más detenidamente— a lo largo de este artículo de carácter didá-
tico], está contemplado de forma -aunque restrictiva-, en cuanto a las métricas que se
deben introducir en

en multitud de libros de texto de análisis estadístico multidimensional lineal, sobre todo
escritos en castellano.

Para poder comparar los resultados que obtendremos de la aplicación de la parte te-
órica con respecto a un ejercicio realizado, haciendo caso omiso de las métricas, hemos
considerado oportuno, utilizar el contemplado por los profesores J. Bon y P. Grégory (1
(págs. 70-83)). La presentación del estudio del análisis en componentes principales, 
—por parte de dichos profesores— pensamos que, no obstante, aunque no sea de un rigor
científico depurado (mediante una tabla de datos que contiene 4 individuos y tres
variables cuantitativas), es extraordinariamente más didáctico que, la del resto de los
libros de texto que hemos consultado que obvian las métricas.

La tabla de datos contenida en (1 (pág. 70)) al ser de dimensiones pequeñas,
permitirá seguir el ejercicio —sin dificultad— con una simple calculadora.

R y R3 4

M y N( , ) ( , )3 3 4 4

M I y N I( , ) ( , ) ( , ) ( , )3 3 3 3 4 4 4 4
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4
= =

R y Rp n
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El ejercicio que vamos a mostrar, tiene tan sólo carácter ilustrativ, pues, desde el
punto de vista de la interpretación, carece de valor por lo ya expuesto por el profesor
Thierry Foucart (2 (pág. 16).

Dado que, la tabla de datos que vamos a tratar, haciendo uso del esquema de duali-
dad, es la misma que la contenida en (1 (pág. 70)), los investigadores podrán percatarse
de que los resultados tanto de los ejes principales, los factores principales y las com-
ponentes principales son los mismos a los que llegamos nosostros mediante la
utilización de las métricas:

Sin lugar a dudas verán que, el procedimiento expuesto por J. Bon y P. Grégory (1
(págs. 70-83)), es un caso particular del contemplado por nosotros en la (Primera parte:
teoría) y que desarrollaremos en esta [Segunda parte: práctica en el ACP (métricas usua-
les)], de la forma más didáctica posible.

Nos parece lamentable que, aunque nuestro procedimiento se conozca formalmente
—al menos, desde el año 1972(3)— bajo el formato de un curso y el de un libro en
1976(4), aún no aparezca reflejado en la mayoría de los textos de análisis estadístico
multidimensional lineal escritos en castellano. 

No está demás recordar que, la idea que tienen numerosos profesores españoles sobre
el análisis en componentes principales, es totalmente errónea pues, tan sólo se deciden
a diagonalizar 1) la matriz de varianzas-covarianzas o bien 2) la de correlaciones de 
Auguste Bravais — Karl Pearson.

Nosotros nos inclinamos a pensar que, sistemáticamente se deciden por una de estas
dos opciones ya que, son las que se contemplan en los paquetes de programas comercia-
lizados de análisis estadístico multidimensional. Así que, una vez leído nuestro artículo,
les invitamos a que introduzcan la opción de métricas en su programa de ACP con el fin
de subsanar los errores cometidos por la utilización sistemática de éstas y, en especial, de
la primera en donde las métricas en 

La única manera de que puedan observar —los mismos investigadores— las dife-
rencias existentes —en cuanto a los resultados obtenidos por los procedimientos que ac-
tualmente utilizan— y, utilizando las métricas es, que traten sus datos empíricos por
ambos métodos y comparen cuales son los resultados que para ellos tienen mayor grado
de fiabilidad.

En (5) el lector podrá informarse —más detenidamente— sobre la necesidad de las
métricas y, de como pueden construir los propios profesionales las métricas que más se
adapten a sus propios datos empíricos ya que, son los responsables de construirlas.
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Material:

El material que necesitamos consiste en: 

1. Disponer de una buena bibliografía tanto a nivel práctico como teórico.

2. Una matriz de datos originales que contenga datos empíricos, obtenidos tanto de 1)
anuarios que tengan un nivel de credibilidad aceptable como 2) análisis realizados
mediante dispositivos de medida los más precisos posible.

3. Un programa comercializado que disponga de un ACP en el cual se contemple
la opción de las métricas o, en el caso de no estar comercializado, implementarlas
en un ACP que no las contenga.

1. Disponer de una buena bibliografía tanto a nivel práctico como teórico:

1.1.  Aconsejamos que, de entre la multitud de libros de nivel práctico existentes
en el mercado, consulten —preferentemente— los que mostraremos en
orden cronológico: 1977(6), 1985(7), 1986(8), 1997(2), 1999(9) y 2000(10).

1.2.  Igualmente, aconsejamos que, de entre la multitud de libros de nivel
teórico existentes en el mercado, consulten —preferentemente— los que
mostraremos en orden cronológico: 1973(11), 1976(4), 1977(12),
1978(13), 1981(14, 15), 1982(16), 1984 (17), 1989(18,19), 1990(20,21),
1992(22), 1993(23), 1995(24), 1996(25), 1999(26) y 2007(27).

2. Matriz de datos:

Dado que, el objetivo de este artículo es el de exponer —de la forma más didáctica
posible— tan sólo cómo se construyen los ejes principales, los factores principales y
las componentes principales, partiremos de una matriz de datos de pequeñas dimensio-
nes. Esto les permitirá a los profesionales que no se dediquen a la disciplina del análisis
estadístico multidimensional lineal, seguir —fácilmente— el ejercicio ilustrativo que
exponemos en este artículo. La matriz de datos ha sido extraída del libro de J. Bon y P.
Grégory (1 (pág. 70)) y se mostrará en el apartado de método.

No está demás recordar que, cuando deseemos aplicar un ACP a una matriz de datos
ésta, previamente debe de centrarse, en nuestro caso, por columnas.

3. Un programa comercializado que disponga de un ACP en el cual se incluya la
opción de métricas en:

Como lo apuntado anteriormente, nos parece inadmisible que, aunque la aplicación
de las métricas se conozca en forma de curso, desde el año 1972(3), aún en el año 2011
no exista ningún paquete de programas comercializado, de análisis estadístico multidi-
mensional lineal, donde esté implementado la opción de métricas en un ACP.

R y Rp n
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Así pues, en el caso hipotético de que no se disponga de un ACP en el cual esté incluida
la opción de métricas, nosotros les recomendamos que acudan a un informático que sin
duda alguna, podrá implementarlas con ayuda tanto de la parte teórica como de la práctica.

Método:

En este apartado expondremos de la forma más didáctica posible las etapas a seguir
para llegar a los ejes principales, los factores principales y las componentes principales
en un análisis en componentes principales à la française.

Primera etapa: matriz de datos originales

Los tres vectores columna que van a formar parte de la matriz de datos originales
son:

Así pues, la matriz de datos original es:

Esta matriz de datos extraída de (1(pág. 70)) presenta las siguientes características:

1.ª  Todas las variables cuantitativas tienen la misma media aritmética.

2.ª  Mientras que, la varianza de la primera variable es la misma que la de la tercera,
la de la segunda es ligeramente mayor que la de la primera y de la tercera.
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Segunda etapa: matriz de datos originales centrada por columnas

Así pues, la matriz de datos original centrada por columnas es:

Observación: La matriz de datos original centrada por columnas es la que hemos mos-
trado dado que, en nuestro caso particular se verifica que:

El significado de los demás elementos de nuestra matriz de datos son los que indica-
mos a continuación:

Tercera etapa: matriz de datos originales centrada por columnas transpuesta.
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Cuarta etapa:

La métrica introducida en R3

(espacio de los individuos)

Esta métrica nos va a permitir el cálculo de las distancias entre los puntos-colum-
nas en

Quinta etapa:

La métrica introducida en R4

(espacio de los individuos)

Esta métrica nos va a permitir el cálculo de las distancias entre los puntos-filas en

Sexta etapa: triplete estadístico asociado a nuestro caso concreto.

donde,

son las matrices identidad de orden 3 y 4, respectivamente.

Séptima etapa: cálculo de:
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Dicho operador se calcula, en nuestro caso concreto, de la siguiente manera:

De la mera observación del término de la derecha de esta igualdad se concluye que
es la matriz de varianzas-covarianzas entre las tres variables cuantitativas.

Sustituyendo dichas matrices por sus términos numéricos tenemos,

Finalmente, multiplicando estas dos matrices obtenemos la matriz de varianzas-co-
varianzas entre las tres variables cuantitativas.

Esta es la misma matriz que se contempla en (1(pág. 70).

Octava etapa: cálculo de los valores propios de:

Antes de proceder a mostrar las fases para el cálculo de los valores propios para aque-
llos futuros investigadores e investigadores que lo deseen, no está demás advertirles de
que, la parte teórica para el cálculo de los mismos la pueden encontrar -de forma preci-
sa- en el libro de los profesores P. Lascaux y R. Theodor (28(págs. 43-78)).

Fases para el cálculo de los valores propios:
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A continuación mostramos, paso a paso, las tres fases para el cálculo de los valores
propios.

Primera fase: cálculo de la matriz

Esta matriz la podemos expresar más —detalladamente— de la siguiente manera:

Sustituyendo las matrices contenidas en esta expresión por sus valores numéricos te-
nemos,

y, finalmente, restando ambas matrices llegamos al resultado final

A continuación veíamos que es diagonalizable dado que la multiplicidad geométrica
de cada valor propio es igual a la multiplicidad algebraica. No está demás recordar que,
la multiplicidad geométrica es la dimensión del sub-espacio propio asociado a .

Segunda fase: cálculo del polinomio característico de 

Se llama polinomio característico de una matriz

al polinomio de grado 3
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Desarrollando el determinante de esta matriz llegamos –sin dificultad– al polino-
mio característico de grado 3

Tercera fase: cálculo de las raíces del polinomio característico.

Las raíces del polinomio característico, se obtienen igualando a cero dicho polino-
mio característico

Dichas raíces son los valores propios de la matriz

Aplicando la regla de Rufini obtenemos —sin dificultad- las tres raíces del polinomio
característico; es decir, los tres valores propios de:

(en nuestro caso particular, los tres valores propios de la matriz de varianzas-covarian-
zas entre las tres variables cuantitativas).

Puesto que la matriz 

los 3 valores propios serán positivos y distintos.

Dichos valores propios los mostramos en orden decreciente:

Indudablemente, los resultados obtenidos son correctos ya que se verifica:
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No está demás recordar que, dichos valores propios son los mismos que se encuentran
en (1(pág. 70)).

Novena etapa: cálculo de los vectores propios de

Estos vectores propios son los ejes principales en un ACP.

Décima etapa: cálculo de los ejes principales.

Para llegar a calcular los ejes principales desarrollaremos de forma didáctica las dos
sub-etapas que mostramos a continuación:

Primera sub-etapa: cálculo de los sub-espacios vectoriales propios. 

Segunda sub-etapa: cálculo de los ejes principales en un ACP.

Primera sub-fase:

Para no resultar reiterativos dado que, el sub-espacio vectorial propio asociado a
cada uno de los valores propios de

se calcula de la misma manera para cada valor propio, tan sólo mostraremos —de forma
didáctica- el del primero. Así pues, invitamos a los lectores que obtengan los otros dos
sub-espacios vectoriales propios y con el fin de que sepan que han llegado al resultado
correcto les indicamos los resultados.

Cálculo del sub-espacio vectorial propio asociado al valor propio:

Dicho sub-espacio vectorial se obtiene mediante el sistema de ecuaciones homo-
géneo:

VI Ij( , ) ( , )3 3 3 3
→→ →→u u ortonormadosj j= −λ

VI( , )3 3

VI( , )3 3

λ1 7 5= ,

( )( , ) ( , )VI I3 3 1 3 3 0− =→λ →→u1
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De lo que se desprende que para el valor propio

el sistema de ecuaciones homogéneo que tenemos que resolver es, 

-Resolución del sistema de ecuaciones homogéneo:

La resolución del sistema de ecuaciones homogéneo que conlleva al sub-espacio
vectorial de vectores propios asociado al primer valor propio la exponemos en dos fases:

Primera fase:

Pondremos el sistema de ecuaciones homogéneo bajo forma de tres ecuaciones con
tres incógnitas:

Segunda fase:

De las tres ecuaciones, retenemos la (1) y la (3).

A la vista de estas dos ecuaciones nos interesa restar la (1) de la (3) ya que de esta
manera nos desembarazamos de forma directa de la segunda componente.

Así pues, tenemos:

λ1 7 5= ,

−

−

−

1 500 0 500 1 000

0 500 1 000 0 500

1 000 0 500

. . .

. . .

. . 11 500

0

0

0

1
1

2
1

3
1.

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
=

⎡

⎣

⎢
⎢

u

u

u ⎢⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

− + + =

− +

1 5 0 5 1 0 0 1

0 5 1 0 0 5
1
1

2
1

3
1

1
1

2
1

. . . ( )

. . .

u u u

u u uu

u u u
3
1

1
1

2
1

3
1

0 2

1 0 0 5 1 5 0 3

=

+ + =

( )

. . . ( )

− + + =

+ +

1 5 0 5 1 0 0 1

1 0 0 5 1 5
1
1

2
1

3
1

1
1

2
1

. . . ( )

. . .

u u u

u u uu3
1 0 3= ( )

u u1
1

3
1=



83

A continuación, introduciendo este resultado en (3) se obtiene, 

Por lo tanto, el sub-espacio vectorial propio asociado al valor propio

está constituido por vectores propios que tengan la siguiente forma:

-Cálculo del sub-espacio vectorial propio asociado al valor propio

Procediendo de la misma manera que hemos indicado con anterioridad el lector podrá
comprobar el siguiente resultado:

-Cálculo del sub-espacio vectorial propio asociado al valor propio

Procediendo de la misma manera que hemos indicado con anterioridad el lector podrá
comprobar el siguiente resultado:

u u
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u k y u k

2
1

3
1

3
1

1
1

2
1

=

=

= =

,

λ1 7 5= ,

→→u1 =

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

k

k

k

→→u2 = −

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

k

k

k

2

→→u3 =

−⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

k

k

0

λ2 6=

λ3 5=



84

Segunda sub-etapa: cálculo de los ejes principales en un ACP

Una vez que hemos obtenido los sub-espacios vectoriales propios asociados a los
valores propios, el cálculo de los ejes principales, es casi inmediato.

Para no resultar reiterativos, como la manera de obtenerlos es la misma para todos
los ejes principales, tan sólo detallaremos el cálculo para el primer eje principal. Para los
dos restantes, nos limitaremos a poner los resultados finales con el fin de que, aquellos
que deseen calcularlos puedan comprobar si han llegado con éxito al resultado final.

Cálculo del primer eje principal.

Para ello partimos del sub-espacio vectorial propio asociados al primer vector 
propio de:

Así pues, tenemos que encontrar el k que verifique la siguiente condición

De (4) se deduce que:

Mediante una simple multiplicación de matrices llegamos al siguiente resultado:

Por tanto, 

Reteniendo el valor positivo de k, concluimos que entre el sub-espacio vectorial pro-
pio asociado al valor propio

VI
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el vector propio que verifica

Cálculo del segundo eje principal

Para no resultar reiterativos, dado que el cálculo del sub-espacio vectorial propio
asociado al valor propio

y la búsqueda del k para cada sub-espacio vectorial bajo la métrica.

se realiza mediante el mismo procedimiento ya indicado para

nos limitaremos simplemente a presentar el resultado final:

Cálculo de tercer eje principal

Actuando de la misma manera que para el primer eje principal, llegamos al
resultado final:
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Observación de interés: Los tres vectores que hemos calculado no son más que los
ejes principales de un ACP y presentan la particularidad de ser

Los lectores podrán observar que, dichos ejes principales son los mismos que se con-
templan en (1 (págs. 80)).

En el esquema de dualidad que hemos presentado en la parte teórica, estos tres vec-
tores pertenecen a 

R3

Úndecima etapa: cálculo de los factores principales

Para pasar del ángulo superior izquierdo al inferior izquierdo en el esquema de
dualidad que hemos presentado en la parte teórica.

es decir, para pasar de

R3 a R3*

procedemos de la manera que mostramos a continuación:

Los tres vectores:

son los factores principales de un ACP y presentan la propiedad de ser

Observación de interés: En nuestro caso concreto los factores principales:

I( , )3 3 −ortonormados

R a R espacio vectorial de las aplicaciones lin3 3*

( eeales de R enK3 )

→→ →→ →→v v v1 2 3, y

I( , )3 3
1− −ortonormados

→→v j ∈ =R j3 1 2 3
*

, ,

I

I

I

3 3

3 3

3 3

,

,

,

→→ →→

→→ →→

→→ →→

u v

u v

u v

1 1

2 2

3 3

=

=

=



87

coinciden con los ejes principales:

Duodécima etapa: cálculo de las componentes principales

Para pasar del ángulo inferior izquierdo al ángulo inferior derecho del esquema
de dualidad, contenido en la parte teórica, es decir, para pasar de

R3* (espacio vectorial de las aplicaciones lineales de R3en K)
a

R4 (espacio de las variables)

procedemos de la manera que mostramos a continuación:

Los vectores pertenecientes a
R4

son las componentes principales [coordenadas de los puntos-filas (individuos) sobre
los ejes principales].

-Cálculo de la primera componente principal [coordenadas de los puntos-filas (in-
dividuos) sobre el primer eje principal]

Sustituyendo en [1] nuestros datos concretos tenemos que,
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-Cálculo de la segunda componente principal [coordenadas de los puntos-filas (in-
dividuos) sobre el segundo eje principal]

Sustituyendo en [2] nuestros datos concretos tenemos que,

-Cálculo de la tercera componente principal [coordenadas de los puntos-filas (indi-
viduos) sobre el tercer eje principal]

Sustituyendo en [3] nuestros datos concretos tenemos que,

Las componentes principales que hemos calculado son correctas dado que se ve-
rifica no sólo:
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