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RESUMEN

El objetivo de este articulo, es el de mostrar -paso a paso- partiendo de una tabla de
datos extraida del libro de los profesores J. Bon y P. Grégory (1 (pag. 70)), como se ob-
tienen los elementos basicos de un analisis en componentes principales: los ejes prin-
cipales, los factores principales y las componentes principales.

Veremos —con agrado— que, tal como desarrollan J. Bon y P. Grégory el ACP en
su libro (1 (pags. 70-83)), éste es un caso particular del ACP a la francaise.

Aunque los autores de dicho libro hayan hecho caso omiso de las métricas, el
ejercicio que exponen —a nivel didactico—, lo consideramos muy necesario, —aunque
no suficiente—, para los investigadores que se dediquen a otra disciplina que no sea, el
analisis estadistico multidimensional lineal.
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A titulo ilustrativo veremos que, los resultados que muestran J. Bon y P. Grégory
(1 (pags. 70-83)), son los mismos a los que llegamos nosotros a partir de las métricas
introducidas en

R y R
Estas métricas son:

M5 Y Ny,

Que en el caso contenido en (1) son:

1

Mz = 1z ¥ Nyay = ZI

(4,4)

Palabras claves: valores propios, vectores propios, cuadrado de la norma de un
vector en el sentido de una métrica, los ejes principales, los factores principales y las
componentes principales.

Introduccion:

El hecho de que, nos centremos —exclusivamente— en la exposicion didactica, ha-
ciendo uso de una tabla de datos de pequeiias dimensiones (4 x 3), no es por puro ca-
pricho sino porque, el cdlculo de los ejes principales, los factores principales y las
componentes principales [coordenadas de los puntos-fila (individuos) sobre los
factores principales que —en nuestro caso concreto— seran los ejes principales,
tal como veremos —mads detenidamente— a lo largo de este articulo de caracter dida-
tico], esta contemplado de forma -aunque restrictiva-, en cuanto a las métricas que se
deben introducir en

R” y R"

en multitud de libros de texto de analisis estadistico multidimensional lineal, sobre todo
escritos en castellano.

Para poder comparar los resultados que obtendremos de la aplicacién de la parte te-
drica con respecto a un ejercicio realizado, haciendo caso omiso de las métricas, hemos
considerado oportuno, utilizar el contemplado por los profesores J. Bon y P. Grégory (1
(pags. 70-83)). La presentacion del estudio del analisis en componentes principales,
—por parte de dichos profesores— pensamos que, no obstante, aunque no sea de un rigor
cientifico depurado (mediante una tabla de datos que contiene 4 individuos y tres
variables cuantitativas), es extraordinariamente mds didictico que, la del resto de los
libros de texto que hemos consultado que obvian las métricas.

La tabla de datos contenida en (1 (pag. 70)) al ser de dimensiones pequeiias,
permitird seguir el ejercicio —sin dificultad— con una simple calculadora.
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El ejercicio que vamos a mostrar, tiene tan sélo caracter ilustrativ, pues, desde el
punto de vista de la interpretacion, carece de valor por lo ya expuesto por el profesor
Thierry Foucart (2 (pag. 16).

Dado que, la tabla de datos que vamos a tratar, haciendo uso del esquema de duali-
dad, es la misma que la contenida en (1 (pag. 70)), los investigadores podran percatarse
de que los resultados tanto de los ejes principales, los factores principales y las com-
ponentes principales son los mismos a los que llegamos nosostros mediante la
utilizacion de las métricas:

1

M - -
“wH Ty

3.3)

-1

(3.3)

y N 1

(4.4)

Sin lugar a dudas verdn que, el procedimiento expuesto por J. Bon y P. Grégory (1
(pags. 70-83)), es un caso particular del contemplado por nosotros en la (Primera parte:
teorfa) y que desarrollaremos en esta [Segunda parte: practica en el ACP (métricas usua-
les)], de la forma més diddctica posible.

Nos parece lamentable que, aunque nuestro procedimiento se conozca formalmente
—al menos, desde el afio 1972(3)— bajo el formato de un curso y el de un libro en
1976(4), atin no aparezca reflejado en la mayoria de los textos de analisis estadistico
multidimensional lineal escritos en castellano.

No estd demas recordar que, la idea que tienen numerosos profesores espaiioles sobre
el analisis en componentes principales, es totalmente errénea pues, tan sélo se deciden
a diagonalizar 1) la matriz de varianzas-covarianzas o bien 2) la de correlaciones de
Auguste Bravais — Karl Pearson.

Nosotros nos inclinamos a pensar que, sistematicamente se deciden por una de estas
dos opciones ya que, son las que se contemplan en los paquetes de programas comercia-
lizados de analisis estadistico multidimensional. Asi que, una vez leido nuestro articulo,
les invitamos a que introduzcan la opcién de métricas en su programa de ACP con el fin
de subsanar los errores cometidos por la utilizacion sistemdtica de éstas y, en especial, de
la primera en donde las métricas en

R” y R"
1

=1
n

son: M

op = I(M) y N(M) respectivamente

(n,n)?

La tnica manera de que puedan observar —los mismos investigadores— las dife-
rencias existentes —en cuanto a los resultados obtenidos por los procedimientos que ac-
tualmente utilizan— vy, utilizando las métricas es, que traten sus datos empiricos por
ambos métodos y comparen cuales son los resultados que para ellos tienen mayor grado
de fiabilidad.

En (5) el lector podra informarse —mas detenidamente— sobre la necesidad de las

métricas y, de como pueden construir los propios profesionales las métricas que mas se
adapten a sus propios datos empiricos ya que, son los responsables de construirlas.

73



Material:
El material que necesitamos consiste en:
1. Disponer de una buena bibliografia tanto a nivel practico como teérico.

2. Unamatriz de datos originales que contenga datos empiricos, obtenidos tanto de 1)
anuarios que tengan un nivel de credibilidad aceptable como 2) andlisis realizados
mediante dispositivos de medida los mas precisos posible.

3. Un programa comercializado que disponga de un ACP en el cual se contemple
la opcidn de las métricas o, en el caso de no estar comercializado, implementarlas
en un ACP que no las contenga.

1. Disponer de una buena bibliografia tanto a nivel practico como tedrico:

1.1.  Aconsejamos que, de entre la multitud de libros de nivel practico existentes
en el mercado, consulten —preferentemente— los que mostraremos en
orden cronoldgico: 1977(6), 1985(7), 1986(8), 1997(2), 1999(9) y 2000(10).

1.2. Igualmente, aconsejamos que, de entre la multitud de libros de nivel
tedrico existentes en el mercado, consulten —preferentemente— los que
mostraremos en orden cronolégico: 1973(11), 1976(4), 1977(12),
1978(13), 1981(14, 15), 1982(16), 1984 (17), 1989(18,19), 1990(20,21),
1992(22), 1993(23), 1995(24), 1996(25), 1999(26) y 2007(27).

2. Matriz de datos:

Dado que, el objetivo de este articulo es el de exponer —de la forma mds didédctica
posible— tan s6lo cémo se construyen los ejes principales, los factores principales y
las componentes principales, partiremos de una matriz de datos de pequefias dimensio-
nes. Esto les permitird a los profesionales que no se dediquen a la disciplina del analisis
estadistico multidimensional lineal, seguir —facilmente— el ejercicio ilustrativo que
exponemos en este articulo. La matriz de datos ha sido extraida del libro de J. Bon y P.
Grégory (1 (pag. 70)) y se mostrara en el apartado de método.

No estd demads recordar que, cuando deseemos aplicar un ACP a una matriz de datos
ésta, previamente debe de centrarse, en nuestro caso, por columnas.

3. Un programa comercializado que disponga de un ACP en el cual se incluya la
opcion de métricas en:

R” y R"

Como lo apuntado anteriormente, nos parece inadmisible que, aunque la aplicacién
de las métricas se conozca en forma de curso, desde el afio 1972(3), atin en el afio 2011
no exista ningtn paquete de programas comercializado, de analisis estadistico multidi-
mensional lineal, donde esté implementado la opcién de métricas en un ACP.
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Asfi pues, en el caso hipotético de que no se disponga de un ACP en el cual esté incluida
la opcién de métricas, nosotros les recomendamos que acudan a un informatico que sin
duda alguna, podra implementarlas con ayuda tanto de la parte teérica como de la practica.

Método:
En este apartado expondremos de la forma mas did4ctica posible las etapas a seguir

para llegar a los ejes principales, los factores principales y las componentes principales
en un analisis en componentes principales a la francaise.

Primera etapa: matriz de datos originales

Los tres vectores columna que van a formar parte de la matriz de datos originales
son:

5 1 3
1 6 5
TX)] — ; TX)2= X 73= 3
7 5 9
Asf pues, la matriz de datos original es:
513
2 1 6 5
@17 8 3
759

Esta matriz de datos extraida de (1(pag. 70)) presenta las siguientes caracteristicas:

1.2 Todas las variables cuantitativas tienen la misma media aritmética.

=5 j=1,23

2.* Mientras que, la varianza de la primera variable es la misma que la de la tercera,
la de la segunda es ligeramente mayor que la de la primera y de la tercera.

s¥ =6 j=13
s =65 j=2
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Segunda etapa: matriz de datos originales centrada por columnas

Asi pues, la matriz de datos original centrada por columnas es:

0 -4 -2

1,17 -4 1 0

(1(4 4) e JX(4 3) 2 3 -2
2 0 4

Observacion: La matriz de datos original centrada por columnas es la que hemos mos-
trado dado que, en nuestro caso particular se verifica que:

1
P =P,=D;=D, =Z

El significado de los demds elementos de nuestra matriz de datos son los que indica-
mos a continuacion:

I ,, :es la matriz identidad de orden 4

(@4)
1, :es un vector columna cuyos

elementos son todos unos
1

—_—

lr es un vector fila cuyos
elementos son todos unos
=1 1 1 1)
X 43 1€ la maniz de datos original

que contiene 4 individuos y 3 variables

Tercera etapa: matriz de datos originales centrada por columnas transpuesta.

76



Cuarta etapa:

La métrica introducida en R’
(espacio de los individuos)

M

(3x3) =

I

(3,3)

Esta métrica nos va a permitir el calculo de las distancias entre los puntos-colum-
nas en

R3

Quinta etapa:

La métrica introducida en R*
(espacio de los individuos)

1
.y
(4x4) 4

N

)
Esta métrica nos va a permitir el cdlculo de las distancias entre los puntos-filas en

R4

Sexta etapa: triplete estadistico asociado a nuestro caso concreto.

L1, 1
((1(4,4)_%))((4,3)’ L ’ZI<4,4>)

donde,

Lo Y g

son las matrices identidad de orden 3 y 4, respectivamente.

Séptima etapa: calculo de:

Vi

(3.3)
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Dicho operador se calcula, en nuestro caso concreto, de la siguiente manera:

T

L1
14 1(3,3)= [(4,4>_T X(4><3) Z

1 1,17
L4 ([(4,4> - 444 JX(4x3)I<3,3)

De la mera observacién del término de la derecha de esta igualdad se concluye que
es la matriz de varianzas-covarianzas entre las tres variables cuantitativas.

Sustituyendo dichas matrices por sus términos numéricos tenemos,

0 -4 =2
0 -4
Vi Uy | 3o/™ V0O
G 2 3 =2
-4 0 =2 4
2 0 4

Finalmente, multiplicando estas dos matrices obtenemos la matriz de varianzas-co-
varianzas entre las tres variables cuantitativas.

24 2 4] 160 05 10

1
Vi,=—| 2 26 2|=|05 65 05

4 2 24| |10 05 60

Esta es la misma matriz que se contempla en (1(pag. 70).

Octava etapa: calculo de los valores propios de:

VI

(3.3)

Antes de proceder a mostrar las fases para el cdlculo de los valores propios para aque-
llos futuros investigadores e investigadores que lo deseen, no estd demads advertirles de
que, la parte tedrica para el cdlculo de los mismos la pueden encontrar -de forma preci-
sa- en el libro de los profesores P. Lascaux y R. Theodor (28(pags. 43-78)).

Fases para el calculo de los valores propios:

A, j=1,23
det(V 15 =2 Iy, )=0
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A continuacién mostramos, paso a paso, las tres fases para el cdlculo de los valores
propios.

Primera fase: calculo de la matriz
(V asy =2 L))
Esta matriz la podemos expresar mds —detalladamente— de la siguiente manera:

T

(4x3)

1,10 1
1(4,4) I(4,4>_ 4 X(4><3)Z_;L [(3,3>

Sustituyendo las matrices contenidas en esta expresion por sus valores numéricos te-
nemos,

6.000 0.500 1.000 1.000 0.000 0.000
0.500 6.000 0.500|-A {0.000 1.000 0.000
1.000 0.500 6.000 0.000 0.000 1.000

y, finalmente, restando ambas matrices llegamos al resultado final

60-A 0500 1.000
0500 65-A 0500
1.000 0500 6.0-4

A continuacién veiamos que es diagonalizable dado que la multiplicidad geométrica
de cada valor propio es igual a la multiplicidad algebraica. No estd demds recordar que,
la multiplicidad geométrica es la dimensién del sub-espacio propio asociado a .

Segunda fase: calculo del polinomio caracteristico de

Vi

33
Se llama polinomio caracteristico de una matriz

VI
al polinomio de grado 3

By, (M) =detVI ;5 = Al )
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Desarrollando el determinante de esta matriz llegamos —sin dificultad— al polino-
mio caracteristico de grado 3

A —185A7 +1125A-225.0

Tercera fase: calculo de las raices del polinomio caracteristico.

Las raices del polinomio caracteristico, se obtienen igualando a cero dicho polino-
mio caracteristico

AP 18517 +112.54-2250=0

Dichas raices son los valores propios de la matriz

Vi

(3.3)

Aplicando la regla de Rufini obtenemos —sin dificultad- las tres raices del polinomio
caracteristico; es decir, los tres valores propios de:

VI

3.3)

(en nuestro caso particular, los tres valores propios de la matriz de varianzas-covarian-
zas entre las tres variables cuantitativas).

Puesto que la matriz

Vi

(3.3) €8 Siménica real 'y definida positiva

los 3 valores propios serdn positivos y distintos.

Dichos valores propios los mostramos en orden decreciente:

A =175
4,=6,0
A, =50

Indudablemente, los resultados obtenidos son correctos ya que se verifica:

j=3
Tr(VI;5)= D2,
Jj=1
Jj=3
Tr(VI,,)=18,5 2)»/:18,5

J=1

80



No estd demads recordar que, dichos valores propios son los mismos que se encuentran
en (1(pag. 70)).

Novena etapa: calculo de los vectores propios de

—J —J
VI, W =A7 I, —oronormados

Estos vectores propios son los ejes principales en un ACP.

Décima etapa: calculo de los ejes principales.

Para llegar a calcular los ejes principales desarrollaremos de forma didéctica las dos
sub-etapas que mostramos a continuacion:

VI 55

Primera sub-etapa: calculo de los sub-espacios vectoriales propios.
Segunda sub-etapa: calculo de los ejes principales en un ACP.
Primera sub-fase:

Para no resultar reiterativos dado que, el sub-espacio vectorial propio asociado a
cada uno de los valores propios de

VI 55

se calcula de la misma manera para cada valor propio, tan s6lo mostraremos —de forma
didactica- el del primero. Asi pues, invitamos a los lectores que obtengan los otros dos
sub-espacios vectoriales propios y con el fin de que sepan que han llegado al resultado
correcto les indicamos los resultados.

Calculo del sub-espacio vectorial propio asociado al valor propio:

A =175

1

Dicho sub-espacio vectorial se obtiene mediante el sistema de ecuaciones homo-
géneo:

—

V55 - A 153) =0
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De lo que se desprende que para el valor propio

A =15

1

el sistema de ecuaciones homogéneo que tenemos que resolver es,

-1500 0500 1.000 |« | [0
0500 -1.000 0.500 |u;|=|0
1.000 0500 -1.500{{u;| |O

-Resolucion del sistema de ecuaciones homogéneo:

La resolucion del sistema de ecuaciones homogéneo que conlleva al sub-espacio
vectorial de vectores propios asociado al primer valor propio la exponemos en dos fases:
Primera fase:

Pondremos el sistema de ecuaciones homogéneo bajo forma de tres ecuaciones con
tres incognitas:

~1.5u; +0.5uy +1.0u; =0 (1)
05u! ~1.04. +0.54' =0 (2)
101! +0.50. +151 =0 (3)

Segunda fase:

De las tres ecuaciones, retenemos la (1) y la (3).

—15u' +05u} +1.0ut =0 (1)
1.0u! +0.5u) +1.5u, =0 (3)

A la vista de estas dos ecuaciones nos interesa restar la (1) de la (3) ya que de esta
manera nos desembarazamos de forma directa de la segunda componente.

Asi pues, tenemos:

1
u =u,
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A continuacion, introduciendo este resultado en (3) se obtiene,

1 1
U, =u,

Finalmente, haciendo u; =k

u =k yu-=k
Por lo tanto, el sub-espacio vectorial propio asociado al valor propio

2,=175

estd constituido por vectores propios que tengan la siguiente forma:

-Calculo del sub-espacio vectorial propio asociado al valor propio

A, =6

2

Procediendo de la misma manera que hemos indicado con anterioridad el lector podra
comprobar el siguiente resultado:

-Calculo del sub-espacio vectorial propio asociado al valor propio

A, =5

3

Procediendo de la misma manera que hemos indicado con anterioridad el lector podra
comprobar el siguiente resultado:
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Segunda sub-etapa: calculo de los ejes principales en un ACP

Una vez que hemos obtenido los sub-espacios vectoriales propios asociados a los
valores propios, el cdlculo de los ejes principales, es casi inmediato.

Para no resultar reiterativos, como la manera de obtenerlos es la misma para todos
los ejes principales, tan sélo detallaremos el cdlculo para el primer eje principal. Para los
dos restantes, nos limitaremos a poner los resultados finales con el fin de que, aquellos
que deseen calcularlos puedan comprobar si han llegado con éxito al resultado final.
Calculo del primer eje principal.

Para ello partimos del sub-espacio vectorial propio asociados al primer vector

propio de:

VI, o=k

Asi pues, tenemos que encontrar el k que verifique la siguiente condicién

UL =1 ()

33

De (4) se deduce que:

[k & k]I,

o A
I
—_

Mediante una simple multiplicacién de matrices llegamos al siguiente resultado:

=l
3
Por tanto,
k =L y k, = !

1\/3 2“%

Reteniendo el valor positivo de k, concluimos que entre el sub-espacio vectorial pro-
pio asociado al valor propio

A =15

1
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el vector propio que verifica

—17
w I,u'=les: u'=

&l &= &=

Calculo del segundo eje principal

Para no resultar reiterativos, dado que el cédlculo del sub-espacio vectorial propio
asociado al valor propio

y la busqueda del k para cada sub-espacio vectorial bajo la métrica.

I

(3.3)

se realiza mediante el mismo procedimiento ya indicado para

—l1

nos limitaremos simplemente a presentar el resultado final:

| .
Néd’“

~ 5

5

Calculo de tercer eje principal

Actuando de la misma manera que para el primer eje principal, llegamos al
resultado final:
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Observacion de interés: Los tres vectores que hemos calculado no son mas que los
ejes principales de un ACP y presentan la particularidad de ser

I

(3.3 — oronormados

Los lectores podran observar que, dichos ejes principales son los mismos que se con-
templan en (1 (pags. 80)).

En el esquema de dualidad que hemos presentado en la parte tedrica, estos tres vec-
tores pertenecen a

R3

Undecima etapa: calculo de los factores principales

Para pasar del angulo superior izquierdo al inferior izquierdo en el esquema de
dualidad que hemos presentado en la parte tedrica.

R aR (espacio vectorial de las aplicaciones lineales de R’ enK)

es decir, para pasar de
R'aR
procedemos de la manera que mostramos a continuacion:
I —1 71

33 U=

2 _—2
13,3 u=Vv

33 W=V

Los tres vectores:

—1 —2 —3

V.,V Yy v

son los factores principales de un ACP y presentan la propiedad de ser

1}, - oronormados

Observacion de interés: En nuestro caso concreto los factores principales:

FER j=123
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coinciden con los ejes principales:

WER j=123

Duodécima etapa: calculo de las componentes principales

Para pasar del angulo inferior izquierdo al angulo inferior derecho del esquema
de dualidad, contenido en la parte tedrica, es decir, para pasar de

R¥ (espacio vectorial de las aplicaciones lineales de R’en K)
a
R? (espacio de las variables)

procedemos de la manera que mostramos a continuacion:

14 14T —1 —1
Lya)= 4 Xupv'='¢ [1]

1,1 =2
[1(4’4) -—44 4 }X(w 7= [2]

I 14 147; X —=3_ 33 3
“H unpvV = C [ ]
4
Los vectores pertenecientes a
R4

son las componentes principales [coordenadas de los puntos-filas (individuos) sobre

los ejes principales].

-Calculo de la primera componente principal [coordenadas de los puntos-filas (in-
dividuos) sobre el primer eje principal]

?IERZt

Sustituyendo en [1] nuestros datos concretos tenemos que,

© &lw Sl

(V)

(98]

|

V)
- 51 G-

> )
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-Calculo de la segunda componente principal [coordenadas de los puntos-filas (in-
dividuos) sobre el segundo eje principal]

?ZERLt

Sustituyendo en [2] nuestros datos concretos tenemos que,

o
N
S
Néd"

\S]
(O8]
|
[\S)
—_— S
(o))

5

-Calculo de la tercera componente principal [coordenadas de los puntos-filas (indi-
viduos) sobre el tercer eje principal]

?3€R4

Sustituyendo en [3] nuestros datos concretos tenemos que,

“HN

1
0 -4 -2]|-—
L2l =
S B Dl N NG
2 3 2] | |L4
2 0 4| 2
|

Las componentes principales que hemos calculado son correctas dado que se ve-
rifica no sélo:

—>1T1

C Z 14,4 ?1=7,5
—c’z’i I, @=60
—)3T1

c Z 14‘4 ?3=5,0
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sino también,
T 1 . . . .
¢’ 7 ¢’ =0 j=j j=1273

Finalmente, observamos que J. Bon y P. Grégory (1 (pag. 83)) llegan a los mismo
resultados que los nuestros, por lo tanto, el procedimiento general que hemos propuesto
es totalmente correcto.

Observacion de interés:

Segun apunta el profesor Gilbert Saporta en (21 (pag. 171)), entre las dos opciones
que estdn programadas en los paquetes de andlisis estadistico multidimensional para apli-
car un ACP, la desarrollada en este articulo, es la menos aconsejable desde un punto de
vista practico en el supuesto de que, se hubieran contemplado las condiciones ya
mostradas por el profesor Thierry Foucart (2 (pag. 16)) ya que, no goza de las mismas
propiedades de la consistente en diagonalizar la matriz de correlaciones de Auguste
Bravais-Karl Pearson.
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